
Ðåøåíèå ñòðàøíîé çàäà÷è ïðî äèôóðû.

Âûïîëíåíî â LATEX

Â.Â. Ïòè÷êèí

Ðåøàåì äèôóðû!

Ïðèìåð 3à - äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé:

x′′(t) + 2βω0x
′(t) + ω2

0x(t) = 0

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

λ2 + 2βω0λ+ ω2
0 = 0

Åãî äèñêðèìèíàíò D1:

D1 =
D

4
= β2ω2

0 − ω2
0 = ω2

0

(
β2 − 1

)
Åãî êîðíè:

λ1,2 = −βω0 ±
√
D

4
= ω0

(
−β ±

√
β2 − 1

)
Ó íàñ åñòü 4 âîçìîæíûõ ðåøåíèÿ èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ, ò.ê. ïî ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó ÷àñòîòà ω0 > 0, à êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ
β ≥ 0. Ñëó÷àåâ áóäåò 4:

1. D1 > 0, β > 1 � àïåðèîäè÷åñêîå çàòóõàíèå

2. D1 = 0, β = 1 � ïîãðàíè÷íîå çàòóõàíèå

3. −1 < D1 < 0, 0 < β < 1 � çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ

4. D1 = −1, β = 0 � ñâîáîäíûå (íåçàòóõàþùèå) êîëåáàíèÿ

Ñëó÷àé I. Àïåðèîäè÷åñêîå çàòóõàíèå.

x(t) = C1e
ω0

(
−β+
√
β2−1

)
t
+ C2e

ω0

(
−β−
√
β2−1

)
t

Ò.å. ó íàñ õàðàêòåð èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû x - àïåðèîäè÷åñêèé. Ýòî, ñòðîãî
ãîâîðÿ, âîîáùå íå êîëåáàíèÿ. Áåðåò è çàòóõàåò. Äàæå íå áîðÿñü.

Øóòêà : −) Êñòàòè, ñìàéëèêè â TEX õîðîøî ïèøóòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì
ðåæèìå - ìåæäó äîëëàðàìè, êîðî÷å ãîâîðÿ.
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Ñëó÷àé II. Ïîãðàíè÷íîå çàòóõàíèå.
Çäåñü äâóêðàòíûé êîðåíü λ1,2 = −βω0. Òîãäà ðåøåíèå:

x(t) = e−βω0t (C1t+ C2)

(ïðîñòèòå ìåíÿ, ÷òî ÿ ñëèøêîì ðåçâî òóò âûíåñ âñå çà ñêîáêè. Íî èç ïðåäû-
äóùèõ ïðèìåðîâ óæå äîëæíî áûòü ïîíÿòíî, ïî÷åìó è çà÷åì ÿ ïîçâîëÿþ
ñåáå òàêîå íåñëûõàííîå ñâîåâîëèå)

Îïÿòü-òàêè! Íåò íèêàêèõ êîëåáàíèé. Ñèíóñîâ-êîñèíóñîâ � íåòó! Òóò,
ïðàâäà, âîçìîæíû âàðèàöèè. Âåäü âñåãäà ïîáåæäàåò ðåøåíèå êîòîðîå êîðìèøü
òû çàäàííîå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè! Çäåñü ìîæåò ñðàçó ïîéòè ýêñïîíåíòà ñ
îòðèöàòåëüíûì çàòóõàíèåì, à ìîæåò ñíà÷àëà ïîéòè ðîñò (êîãäà C1 îòëè÷íà
îò íóëÿ) à ïîòîì âñå ðàâíî âñå çàòóõíåò.

Ñëó÷àé III. Çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ.
Äà-äà-äà! Äà! Íàêîíåö-òî ó íàñ ðåàëüíî ÷òî-òî áóäåò êîëåáàòüñÿ! Áóäóò

âêóñíûå ñèíóñû è êîñèíóñû! Äà åùå êàêèå! Âïðî÷åì, îáî âñåì ïî ïîðÿäêó.
Ó íàñ ïîÿâèëèñü êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîðíè. Ïîêàæåì â ÿâíîì âè-

äå, ÷òî îíè êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå � âûíåñåì (òîëüêî ñíà÷àëà ïðèñÿäüòå
íà óñòîé÷èâóþ ïîâåðõíîñòü) èç-ïîä êîðíÿ ìèíóñ åäèíèöó:

λ1,2 = ω0

(
−β ± i

√
1− β2

)
Òîãäà îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä:

x(t) = e−βω0t
(
C1 sinω0t

√
1− β2 + C2 cosω0t

√
1− β2

)
= e−βω0t (C1 sinωdt+ C2 cosωdt)

ãäå ωd = ω0

√
1− β2 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé.

È íàêîíåö, ôèíàë.
Ñëó÷àé IV. Ñâîáîäíûå (íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ).
Åñëè β = 0 � óðàâíåíèå òåðÿåò ñîñòàâíóþ ÷àñòü ñ ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî

ïîðÿäêà, è êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áóäóò î÷åíü ïðîñòû:

λ1,2 = ±ω0i

È åãî îáùåå ðåøåíèå:

x(t) = C1 sinω0t+ C2 cosω0t

Âîò è âñå! Íåò! Ïîêà åùå íå âñå!
Ïðèìåð 3á. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé.
ß î÷åíü íå õî÷ó ìó÷àòü ìîèõ áëàãîäàðíûõ ñëó÷àåâ ðåøåíèåì îòêðîâåííî

çóáîäðîáèòåëüíûõ çàäà÷, íî ïðè ýòîì åäèíñòâåííûì "çóáîäðîáèòåëåì" â
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòèêà. Ïîýòîìó ïðèìåð íà çàäà÷ó Êîøè ìû áóäåì
áðàòü ñàìûé ïðîñòîé � 4-é ñëó÷àé.

Èòàê, çàäà÷à. Ðåøèòü óðàâíåíèå x(t)′′+ k
mx(t) = 0 , ò.å. îïðåäåëèòü çàêîí

äâèæåíèÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà åñëè åãî íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà ðàâíà x0
è ñêîðîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò V0.
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Êàê íàì óæå èçâåñòíî, x(t) = C1 sinω0t+C2 cosω0t, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå
îçíà÷àåò

x(t) = C1 sin

√
k

m
t+ C2 cos

√
k

m
t

Âû÷èñëèì ñêîðîñòü, ò.å. ïðîèçâîäíóþ êîîðäèíàòû:

x′(t) = C1

√
k

m
cos

√
k

m
t− C2

√
k

m
sin

√
k

m
t

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0:

x(0) = C1 sin

√
k

m
0 + C2 cos

√
k

m
0 = C2

x′(0) = C1

√
k

m
cos

√
k

m
0− C2

√
k

m
sin

√
k

m
0 = C1

√
k

m

À òåïåðü ïîäñòàâèì íàøè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ... x(0) = x0 = C2, x
′(0) =

V0 = C1

√
k
m

Òàêèì îáðàçîì, C1 = V0
√

m
k , à C2 = x0

È ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (ò.å. ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ) ïðèîáðåòàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä áåç
âñÿêèõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ:

x(t) = V0

√
m

k
sin

√
k

m
t+ x0 cos

√
k

m
t

ß óâåðåí, ÷òî ìîé ïûòëèâûé ñëóøàòåëü òî÷íî ñìîæåò ïðèâåñòè ýòè 2
ôóíêöèè ê îäíîé (ñèíóñó èëè êîñèíóñó), ðàçóìååòñÿ ñî ñäâèãîì àðãóìåíòà.
Ê ñ÷àñòüþ, ýòî íå ÿâëÿåòñÿ òåìîé äàííîé çàäà÷è.

Âîò òåïåðü � âñå! Óðà!
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